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Exercice 1.1. — Nombre d’or modulo p
(=D(p=1)
1. Ona (%) =(—1) 4 (%) = (%) Les carrés de (IFs)* sont +1, d’ou le résultat.

2. Sip=>5alors P= (X —3)% Si p=2, P =X?+X+ 1 estirréductible. Sinon, P = (X —1/2) —5/4. Pest
scindé si et seulement si p = +1 (mod5). Puisque p est impair alors p = +1 (mod 10).

3. (a) p estimpair et premier avec 10 donc p = £+3 (mod 10).

(b) 11 suffit de prendre une racinde de ®;¢ qui est irréductible dans IF,[X]. Sinon, si p = £3(mod 10),
alors 10|p? + 1|p* — 1. Une extension de degré 4 de IF,, contient une racine d’ordre 10.

(c) Bestd ordre 10 donc B> est d’ordre 2 et B° = —1.
4. (@ Ono?—o—1=B+1/B)>—(B+1/B) = (B*—B>+p>—p+1)/B?>=0. Donc o est racine de P.
(b) Onatoujours (x+y)” =x"+y” (modp), donc a” = (B+p 1) =B/ +B~7 =p** +B7 car % =11.
Donc o =B+ B3 =B> — B2 car p° = —1.
(c) Onaalors ™! = (B> —B)(B+P ') = —1.

Exercice 1.2. — Suite de Fibonacci

1. On sait que F, = A@" 4+ u(—1/¢)" ~ A@". Mais alors log F;, n:mnlog 0.
(a) Démonstration par récurrence sur . Si (up,vy) = (Fyt1,F,) alors uy 1 = Fyip et vy = uy = Fyy .
(b) On peut calculer w1 = uy + v en additionnant deux entiers de taille O(k) donc en K -k = O(k)

opérations binaires. On calcule le couple (uy,,v,) en Y}_, K -k = O(n*) opérations. On peut calculer
F, en O(n?) opérations binaires.

. On peut calculer la suite (u, (mod p),v, (mod p)) en n additions dans IF,, donc en O(nlog p) opérations.

(a) Si p=2,onobtient0,1,1,0,1, donc (f3,f1) = (fo, f1)- f est de période 3.
(b) Si p =5, on obtient 0,1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1,0, 1, donc (f20, f21) = (fo. f1)- f
est de période 20.
(c) Sip=11,onobtient0,1,1,2,3,5,8,2,10,1,0, 1, donc (fi0, f11) = (fo, f1)- fu est de période 10.
(d) Si p=3,onobtient0,1,1,2,0,2,2,1,0, 1, donc (f3, fo) = (fo, f1)- fu est de période 8.
OLZL—}—I<0U1 - (—1)"OL*">. On a alors gop =0et gy = O@L_H

part g, vérifie la méme relation de récurrence que f,, donc f, = g, pour tout n (par récurrence
immédiate).

W N

4. (a) Posons g, = (4o~ 1) = 1. D’autre

(b) On peut calculer o et o.™" en O(logn) opérations arithmétiques dans IF,, en utilisant I’exponentia-
tion dichotomique. Donc en O(logn(log p)?)) opérations binaires.
5. (a) En utilisant la question précédente, o est périodique (de période divisant p— 1 si p = +1 (mod 10)
et de période divisant 2(p+ 1) si p = £3 (mod 10), ou de période finie dans les autres cas (p =2,5).
(b) SoitT =(p—1)ouT =2(p+1).Pour calculer f,, il suffit de calculer m =n (mod T') en O(lognlogT) =
O(lognlog p) opérations binaires puis f,, en O(mlogp) = O(Tlogp) = O(plogp) opérations bi-
naires.
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Exercice 1.3. — Inégalité de Hadamard
1. M est une matrice symétrique positive donc (x|Mx) > 0.
(a) Ona (e;|Me;) =M;; > 0.
(b) M >0 donc 0 < detM. M est diagonalisable de valeurs propres réelles positives Aj,...,A,. Si
detM = 0, 'inégalité est vraie, sinon — In est convexe donc

- ln(Z %7\,1) S Z —% In 7\,,‘,
soit, en prenant x — exp(—x), qui est décroissante : 1 tr M > ([TA;) /n ie

tr M\"
o < (MY
n

2. (a) Puisque M est définie positive, on a M;; > 0. On peut donc choisir D; ; = M;il/ 2

(b) Ona D =D. Calculons Tr('DMD) = ¥(e;'DMDe;) = ¥.;(De;|MDe;) = ¥, D (ei|Me;) = n.
(¢) DMD ='DMD est symétrique et tr DMD < n. Donc detM (detD)2 =detDMD < 1, d’ol le résultat.

(d) M ='AA est une matrice symétrique positive et on obtient

(detA)? = detM < []|Ailf3.

3.0 Q,[X]xQ,[X] — Q" lX]
(P,Q) — PA+OQOB

(a) Soit D = pgcd(A, B) unitaire dans Q[X]. Les solutions de AP+ BQ = 0 sont exactement (P,Q) =
MB/D,—A/D), ou A € Q[X]. On conclut en considérant les degrés.

(b) @ estun isomorphisme si et seulement si pgcd(A, B) = 1, donc s’il existe une unique solution (U, V)
ADU,V) = 1.

(¢) Dans la base ((Xm*I,O), -+, (1,0),(0,x"1),--- (0, 1)> au départ et (X”*mfl,. . 1) a larrivée,
la matrice de & est la transposée de

a, ap—1 - s dp 0 0

0 a, - -~ a0 0 0

a, - ap

M= | by bp—y - - by 0 0
0 bn o by 0 0

On déduit alors, en considérant les lignes de M, que detM < ||A]|7 - ||B||3. Notez qu’il s’agitdu
résultant de A et B.

En utilisant les formules de Cramer, pour la résolution du systeme ®(U,V) = (0,...,0,1), on ob-
tient U; = detM;/detM, i = 1,...,m, ou M; est obtenu en remplacant la i-éme colonne de M par
10,...,0,1).

Mais alors | detM;| < ||A||7" ||B]|5.

Au final le dénominateur des coefficients de U et de V est majoré par detM = ||A]|7 - ||B||7, les

m—1

numérateurs de ceux de U par ||A||2 " - ||B||; et ceux de V par ||A|5 - ||B||>"



