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Exercice 1.1. — Nombre d’or modulo p

1. On a
(

5
p

)
= (−1)

(5−1)(p−1)
4

(
p
5

)
=
(

p
5

)
. Les carrés de (IF5)

∗ sont ±1, d’où le résultat.

2. Si p = 5 alors P = (X−3)2. Si p = 2, P = X2+X +1 est irréductible. Sinon, P = (X−1/2)−5/4. P est
scindé si et seulement si p =±1(mod5). Puisque p est impair alors p =±1(mod10).

3. (a) p est impair et premier avec 10 donc p≡±3(mod10).

(b) Il suffit de prendre une racinde de Φ10 qui est irréductible dans IFp[X ]. Sinon, si p≡±3(mod10),
alors 10|p2 +1|p4−1. Une extension de degré 4 de IFp contient une racine d’ordre 10.

(c) β est d’ordre 10 donc β5 est d’ordre 2 et β5 =−1.

4. (a) On α2−α−1 = (β+1/β)2− (β+1/β) = (β4−β3 +β2−β+1)/β2 = 0. Donc α est racine de P.

(b) On a toujours (x+y)p≡ xp+yp (mod p), donc αp =(β+β−1)p = βp+β−p = β±3+β∓3 car β10 = 1.
Donc αp = β3 +β−3 = β3−β2 car β5 =−1.

(c) On a alors αp+1 = (β3−β2)(β+β−1) =−1.

Exercice 1.2. — Suite de Fibonacci

1. On sait que Fn = λϕn +µ(−1/ϕ)n ∼ λϕn. Mais alors logFn ∼
n→∞

n logϕ.

(a) Démonstration par récurrence sur n. Si (un,vn) = (Fn+1,Fn) alors un+1 = Fn+2 et vn+1 = un = Fn+1.

(b) On peut calculer uk+1 = uk + vk en additionnant deux entiers de taille O(k) donc en K · k = O(k)
opérations binaires. On calcule le couple (un,vn) en ∑

n
k=1 K ·k = O(n2) opérations. On peut calculer

Fn en O(n2) opérations binaires.
2. On peut calculer la suite (un (mod p),vn (mod p)) en n additions dans IFp, donc en O(n log p) opérations.

3. (a) Si p = 2, on obtient 0,1,1,0,1, donc ( f3, f4) = ( f0, f1). fn est de période 3.

(b) Si p = 5, on obtient 0,1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1,0,1, donc ( f20, f21) = ( f0, f1). fn

est de période 20.

(c) Si p = 11, on obtient 0,1,1,2,3,5,8,2,10,1,0,1, donc ( f10, f11) = ( f0, f1). fn est de période 10.

(d) Si p = 3, on obtient 0,1,1,2,0,2,2,1,0,1, donc ( f8, f9) = ( f0, f1). fn est de période 8.

4. (a) Posons gn =
α

α2 +1

(
αn− (−1)nα−n

)
. On a alors g0 = 0 et g1 =

α

α2 +1
(α+α−1) = 1. D’autre

part gn vérifie la même relation de récurrence que fn donc fn = gn pour tout n (par récurrence
immédiate).

(b) On peut calculer αn et α−n en O(logn) opérations arithmétiques dans IFp, en utilisant l’exponentia-
tion dichotomique. Donc en O(logn(log p)2)) opérations binaires.

5. (a) En utilisant la question précédente, αn est périodique (de période divisant p−1 si p≡±1(mod10)
et de période divisant 2(p+1) si p≡±3(mod10), ou de période finie dans les autres cas (p = 2,5).

(b) Soit T =(p−1) ou T = 2(p+1). Pour calculer fn, il suffit de calculer m= n(modT ) en O(logn logT )=
O(logn log p) opérations binaires puis fm en O(m log p) = O(T log p) = O(p log p) opérations bi-
naires.
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Exercice 1.3. — Inégalité de Hadamard
1. M est une matrice symétrique positive donc (x|Mx)≥ 0.

(a) On a (ei|Mei) = Mi,i ≥ 0.

(b) M ≥ 0 donc 0 ≤ detM. M est diagonalisable de valeurs propres réelles positives λ1, . . . ,λn. Si
detM = 0, l’inégalité est vraie, sinon − ln est convexe donc

− ln(∑
1
n λi)≤∑−1

n lnλi,

soit, en prenant x 7→ exp(−x), qui est décroissante : 1
n tr M ≥ (∏λi)

1/n, ie

detM ≤
( tr M

n

)n
.

2. (a) Puisque M est définie positive, on a Mi,i > 0. On peut donc choisir Di,i = M−1/2
i,i .

(b) On a D = tD. Calculons Tr(tDMD) = ∑(ei|tDMDei) = ∑i(Dei|MDei) = ∑i D2
i,i(ei|Mei) = n.

(c) DMD = tDMD est symétrique et tr DMD≤ n. Donc detM(detD)2 = detDMD≤ 1, d’où le résultat.

(d) M = tAA est une matrice symétrique positive et on obtient

(detA)2 = detM ≤∏
i
‖Ai‖2

2 .

3. Φ : Qm−1[X ]×Qn−1[X ] → Qn+m−1[X ]
(P,Q) 7→ PA+QB

(a) Soit D = pgcd(A,B) unitaire dans Q[X ]. Les solutions de AP+BQ = 0 sont exactement (P,Q) =
λ(B/D,−A/D), où λ ∈ Q[X ]. On conclut en considérant les degrés.

(b) Φ est un isomorphisme si et seulement si pgcd(A,B) = 1, donc s’il existe une unique solution (U,V )
à Φ(U,V ) = 1.

(c) Dans la base
(
(Xm−1,0), · · · ,(1,0),(0,Xn−1), · · · ,(0,1)

)
au départ et

(
Xn+m−1, . . . ,1

)
à l’arrivée,

la matrice de Φ est la transposée de

M =



an an−1 · · · · · · a0 0 · · · 0
0 an · · · · · · a0 0 0
...

. . . . . . . . .
...

an · · · · · · a0
bm bm−1 · · · · · · b0 0 · · · · · · 0
0 bm · · · · · · b0 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

...
0 · · · · · · bm · · · · · · b0


On déduit alors, en considérant les lignes de M, que detM ≤ ‖A‖m

2 · ‖B‖
n
2. Notez qu’il s’agitdu

résultant de A et B.
En utilisant les formules de Cramer, pour la résolution du système Φ(U,V ) = (0, . . . ,0,1), on ob-
tient Ui = detMi/detM, i = 1, . . . ,m, où Mi est obtenu en remplaçant la i-ème colonne de M par
t(0, . . . ,0,1).
Mais alors |detMi| ≤ ‖A‖m−1

2 ‖B‖n
2.

Au final le dénominateur des coefficients de U et de V est majoré par detM = ‖A‖m
2 · ‖B‖

m
2 , les

numérateurs de ceux de U par ‖A‖m−1
2 · ‖B‖n

2 et ceux de V par ‖A‖m
2 · ‖B‖

n−1
2


